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Résumé. Dans cette Note, nous étudions les groupes G satisfont la condition {J\f, 3), c'est-à-dire, si chaque 
ensemble de n + 1 éléments de G contient une paire {x, y} telle que le sous-groupe [x, y) soit nilpotent. 

Groups satisfying a nilpotence condition 

AbStraCt. In this Note we study the groups G satisfying condition (Af, n), that is, every subset ofG with n + 1 
éléments contains a pair {x, y} such that the subgroup {x, y) is nilpotent. 



1. Introductions et résultats 

Soient X une classe de groupes et n un entier positif. Nous dirons qu'un groupe G satisfait la condition 
{X , n) si chaque ensemble de n + 1 éléments de G contient une paire {x, y} telle que le sous-groupe 
(x, y) soit un A'-groupe. Par exemple, si X est fremée par passage aux sous-groupes, un groupe qui est 
la réunion de n sous-groupes de X satisfait la condition (A", n). Soit N la classe des groupes nilpotents. 
Dans [|ï]], Endimioni a prouvé qu'un groupe fini G satisfaisant la condition {J\f, 3) est nilpotent et le groupe 
symétrique 6*3 satisfait la condition (A/", 4). Une question qui se pose naturellement est 

Question 1. - Y a-t-il un groupe satisfaisant la condition (J\f, 3) qui n' est pas faiblement nilpotent ? (on 
dit qu'un groupe est faiblement nilpotent s'il satisfait la condition {Af, 1)). 

Nous donnons quelques réponses partielles à la question ci-dessus. On sais que dans un groupe G les con- 
ditions suivantes sont équivalentes : 

1) G est nilpotent. 

2) G est faiblement nilpotent. 

3) G est le produit direct de ses sous-groupes de Sylow. 

Il est bien connus que les conditions ci-dessus ne sont pas équivalentes dans un groupe quel conque. Dans 
cette Note, on preuve que si l'un groupe G satisfaisant la condition (A/", 3), alors l'ensemble d'éléments 
de G d'ordre fini est un sous-groupe de G qui est le produit direct des sous-groupes de Sylow de G et le 



produit direct des 2'-sous-groupes de Sylow de G est faiblement nilpotent (voir la proposition lA). Nous 
généralisons en outre le résultat d' Endimioni ^ à quelques grandes classes des groupes contenant la classe 
des groupes finis comme des groupes satisfaisant la condition maximale sur les sous-groupes abéliens et 



groupes résiduellement (2'-fini) (voirie corollaire 2.2) 



Nous noterons M ou Moo la classe des groupes nilpotents et si A un entier positif, nous noterons A/a la 
class des groupes nilpotents de classe au plus égale à A. Notons qu'un groupe fini satisfaisant la condition 
(A/", ri), en fait, satisfait la condition {Me, n) pour un entier positif c. Ainsi une autre question qui se pose 
naturellement est celle pour laquelle nombre entier positif c, chaque groupe satisfaisant la condition {Ne, 3) 
est faiblement nilpotent. Dans la dernier partie de cette Note, on étudie des groupes satisfaisant {Me, 3) pour 
petit c. 

Cette recherche a été financée par le projet (numéro 801031) de l'université d'Ispahan. 
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2. Démonstrations 

Proposition 2.1. - Soient G un groupe satisfaisant la condition {Af\, 3) où A un entier positif ou oo 
etp, q deux nombres premiers distincts. Alors 

1. (x'^,y) G A/a et {x, x^) G A/a pour tous x,y £ G. En particulier, si X < oo alors G est un groupe 

de (A + 1)-Engel et si A = oc alors G est un groupe d'Engel. 

2. Si X est un p-élément et y est un q-élément de G, alors xy = yx. 

3. l'ensemble de p-éléments de G est un sous-groupe Tp. En particulier, l'ensemble des éléments d'or- 
dres finis est un sous-groupe T de G qui est le produit direct des Tp . 

4. S = DrpjL2Tp satisfait la condition (A/a, 1). 

Démonstration. - (1) Considérons l'ensemble {x,y,xy,x'^y}. Il est aisé de voir que chaque sous- 
groupe engendré par deux éléments de l'ensemble ci-dessus est égal à ^.t^, y) ou à {x, y). Alors par hy- 
pothèse, {x, y) € A/a ou {x^,y) G A/a. Mais (a;^, y) < {x, y), donc certainement (x^,y) G A/a- 
Pour prouver (a;,a;^) G A/a, considérons l'ensemble {x,y,xy,yx} et encore notons que chaque sous- 
groupe engendré par deux éléments de l'ensemble ci-dessus est égal à {x,y) ou à {xy,xy). Alors par 
hypothèse, {x,y) G A/a ou {xy,xy) G A/a- Mais {xy,yx) < {x,y), donc certainement {xy,yx) G Af\. 
Maintenant, supposons que a,b & G, x = b et y = b~^a ; alors on a (a, a'') G Af\. 

Notons que si (XjX^) est nilpotent de classe au plus c alors [(a:^)~^,c x] = 1, donc 1 = [[y, a:],c a;] = 
[y,c+i x], ce qui achève la démonstration de la partie (1). 

(2) Nous avons 

x~'^xy = [x,y] = y~^y. 

D'après la partie (1), les deux sous-groupes {x'^,x) et {y'^,y) sont nilpotents. Pour cela, [x,y\ est non 
seulement un p-élément mais aussi un g-élément. D en résulte que [x,y] = 1. 

(3) Supposons que x,y sont deux p-éléments de G. Si p 7^ 2, alors ^.r^,y) = {x,y). Alors, d'après 
la partie (1), {x, y) est nilpotent. Ainsi xy est un p-élément de G. Maintenant, supposons que p = 2 et 
x'^ =1, pour un certain n G N. Ainsi nous avons 

{xyf" =x-^^{xyf" =y^' "'y^' ■■■y^'y. 

Puisque (a, a*") est nilpotent pour tous a,b € G, d'après la partie (1), on a a^a est un 2-élément, lorsque 
a est un 2-élément de G. Alors y^y est un 2-élément et donc aussi y^^y^^y^y — {y^y)^^{y^y) est un 
2-élément. Par récurrence, nous obtenons que (xy)^" = j/^^ ^ j/^^ ^ • • • y^y est un 2-élément et alors xy 
est un 2-élément. 

Alors, Tp est un sous-groupe de G. Maintenant supposons a, b deux éléments d'ordres finis dans G, a = 
Ylp ttp et 6 = Hp sont leurs décompositions dans un produit de p-éléments, alors d'après la partie (2), 

a6 = JJ ttpbp 
p 

et les facteurs commutent deux à deux. Alors ab est d'ordre fini. Il en résulte que T est un sous-groupe et T 
est le produit direct des Tp. 

(4) Supposons que x,y G S ; nous devons montrer que {x,y) G A/a. Mais l'ordre de x est premier à 2, 
donc (x^, y) = {x, y). Alors d'après la partie (1), {x, y) G M\. □ 
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Une condition nilpotence 



Corollaire 2.2. - Soit G un groupe satisfaisant la condition (A/a, 3) où A est un entier positif ou oo. 

1. Si G satisfait la condition maximal sour les sous-groupes abéliens, alors G est nilpotent. 

2. Si G est résiduaillement (2' -groupe fini), alors G satisfait la condition 1). 

3. Si A est fini et G est résiduaillement fini alors G localement nilpotent. 



Démonstration. - (1) D'après la proposition 2. 1 (1), G est un groupe d'Engel. Mais d'après un résultat 



de Peng (Voir le théorème 7.21 de |^]), G est nilpotent. 

(2) Soit x,y deux éléments de G. Alors K {x,y) est résiduaillement (2'-groupe fini). D'après la 



proposition 2.1 (1), (a;^, y) est nilpotent (de classe au plus égale à A). Soit c la classe de (x^, y) (c < A, 
si A < oo). Si N <i K tel que K/N est un 2'-groupe fini, donc {x^,y) /N = K/N. Maintenant K/N 
est un groupe nilpotent de classe au plus égale à c. Alors ^c+i{K) < N et puisque K est résiduaillement 
(2'-groupe fini), on a jc+iiK) = 1. Il implique que G satisfait la condition (A/a, 1). 
(3) D'après la proposition [2. 1| , G est un groupe de (A + 1)-Engel. Alors d'après un résultat de Wilson 
G est localement nilpotent. □ 

Proposition 2.3. - Soit G un groupe satisfaisant la condition {Mn, 3). 

1. Si n ~ 1 alors G est nilpotent de classe au plus égale à 2. 

2. Si n = 2 alors G est un groupe 3-Engel. En particulier G est groupe résoluble de classe au plus 3 et 
localement nilpotent. 

3. Si n — 3 alors G est un groupe A-Engel localement nilpotent. 

Démonstration. - (1) D'après la proposition 2.1 (1), G^ < Z{G). Mais G' < G^, il en résuit que 



GGJ\f2. 

(2) D'après la proposition 2. 1 (2), G est 3-Engel. Maintenant un résultat bien connu de Heineken (voir [^) 
implique que G est localement nilpotent. Mais d'après la proposition 2.1, G^ < R2{G), où 



R2{G) = {xeG \ [x,y,y] = l Vy e G} 

est l'ensemble les éléments 2-Engel à droite de G. D'après un résultat de Kappe (voir le corollaire 1 dans la 
page 44 de [Q]) R2{G) est un sous-groupe normal de G. Aussi d'après un résultat de Levi (voir le corollaire 
2 dans la page 45 de [^) on a R2{G) G A/3. Alors G^ est résoluble de classe au plus 2. Il en résuit que G 
est résoluble de classe au plus 3. 

(3) D'après la proposition p] , G est un groupe 4-Engel. Aussi d'après la proposition p| , (a;^, y) G A/3 
pour chaque x, y G G. Il en résuit que [y, [x^, [x^, y]]] = 1. Alors le lemme 8 de [||| implique que G 
HP{G) (le radical de Hirsch-Plotkin de G). Il en résuit que G^ est localement nilpotent. Donc G est un 
groupe (localement nilpotent)-par abélien. Maintenant un résultat de Plotkin [|^] qui dit chaque groupe de 
radical et Engel est localement nilpotent achève la démonstration. □ 
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